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Σελ. - 1 - 

 

۩)   Εξισώσεις 1ου – 2ου βαθµού → γνωστές από Α΄ Λυκείου 

۩)   Εξισώσεις  βαθµού  ≥  3ου   

       Αντιµετώπιση   

1. Φέρνω όλους τους όρους στο  1ο  µέλος 

2. Παραγοντοποιώ ( έως να φτάσω σε παράγοντες το πολύ 2ου βαθµού ) 

3. Εξισώνω κάθε παράγοντα µε το µηδέν 

Μέθοδοι  παραγοντοποίησης 

Α) Όλα όσα γνωρίζω από Α΄ Λυκείου 

Β) Ειδικές Περιπτώσεις – Τεχνάσµατα 

    (α)  Για εξίσωση της µορφής    0   µε   κ λαχ +βχ + γ = κ > λ   

 ελέγχω αν  β = ±α ± γ  και αντικαθιστώ το  κ κ κβχ → ±αχ ± γχ   

 

 
 

π.χ ￫  Να λυθούν οι εξισώσεις: 3 2 4 3 2(i) 2 3 0    (ii) 5 6 0    (iii) 3 2 =0χ −χ + = χ + χ− = χ −χ +   

           Λύση   

(i)    3 2 3 2 2 2 22 3 0 2 2 3 3 0 2 ( 1) 3( 1) 0χ −χ + = ⇔ χ + χ − χ + = ⇔ χ χ+ − χ − = ⇔  

2 2
0

2

 1 0 1              
2 ( 1) 3( 1)( 1) 0 ( 1)(2 3 3) 0

  2 3 3 0 ύ
∆<

χ+ = ⇔χ = −
χ χ+ − χ− χ+ = ⇔ χ+ χ − χ+ = ⇔

χ − χ+ = →αδ νατη
〈  

 

(ii)   4 4 35 6 0 6 6 0 ( 1) 6( 1) 0χ + χ − = ⇔ χ −χ + χ − = ⇔ χ χ − + χ − = ⇔  

2 3 2( 1)( 1) 6( 1) 0 ( 1)( 6) 0 .......χ χ − χ + χ + + χ− = ⇔ χ− χ + χ + χ + = ⇔  

 

(iii) 3 2 3 2 2 23 2 =0 3 3 2 2 0 3 ( 1) 2( 1) 0   χ −χ + ⇔ χ − χ + χ + = ⇔ χ χ− + χ + =  

 

 

 (β)  Για εξίσωση της µορφής    4 3 2 0αχ +βχ + γχ + δχ + ε =  

       1η σκέψη  ελέγχω αν ισχύει η        Συνθήκη ΤΖΟΥΝΑΚΟΥ:              

 Αν  στο πολυώνυµο :  4 3 2αχ +βχ + γχ + δχ + ε ,  µε  0α⋅β ⋅δ ≠    ισχύει :  
β δ

γ = ε + α
δ β

  

 τότε  το  πολυώνυµο  γράφεται  ως  γινόµενο  δύο  δευτεροβάθµιων  παραγόντων. 

 ( αντικαθιστώ τον όρο   2 2 2  µε το άθροισµα  
β δ

γχ εχ + αχ
δ β

   και κάνω οµαδοποίηση ) 

 

 

    ∆ιάσπαση µεσαίου        
όρου 

Παρατήρηση: Αυτή η διάσπαση δεν εξασφα- 
 λίζει την παραγοντοποίηση 

 5 1 6= − +   
   Για την παραγ/ση του 

3 2 6χ + χ + χ+  χρειάζεται  

       η  (ε) σκέψη  

 1 2 3− = −   

 ∆εν βγαίνει η οµαδοποίηση 

 1 3 2− = − +   

Το  παραπάνω  είναι  κατοχυρωµένη,  πνευµατική  ιδιοκτησία  του  Κου Παναγιώτη  Ν. Τζουνάκου.     
Η χρήση και διδαχή της επιτρέπεται ,  ΜΟΝΟ  αν  αναφέρεται  ως « συνθήκη  ΤΖΟΥΝΑΚΟΥ » 

Σχόλιο: 

ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΕΣ  ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ    Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
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 π.χ ￫  Να λυθούν οι εξισώσεις: 4 3 2 4 3(i)  3 6 2 0      (ii)  2 3 6 8 0 χ − χ −χ + χ− = χ − χ + χ− =   

Λύση   

 

 

(i)     4 3 2 4 3 2 23 6 2 0 3 2 6 2 0χ − χ −χ + χ − = ⇔ χ − χ + χ − χ + χ− = ⇔  

( ) ( ) ( )( )
2

2 2 2 2 2

2

3 1 0  (1)
3 1 2 3 1 0 3 1 2 0

2 0       (2)

 χ − χ + =
χ χ − χ + − χ − χ + = ⇔ χ − χ + χ − = ⇔ 

χ − =
  

   Από την (1)
3 5 3 5

  έχω      ή   
2 2

+ −
χ = χ =    και από την (2)   έχω   2   ή   2χ = − χ =   

 

   

 4 3 4 3 2 2(ii)    2 3 6 8 0 2 3 4 4 6 8 0χ − χ + χ − = ⇔ χ − χ − χ + χ + χ − = ⇔  

( ) ( ) ( )( )2 2 2 2 22 3 4 2 2 3 4 0 2 3 4 2 0χ χ − χ + − χ − χ + = ⇔ χ − χ + χ − = ⇔   

23 0
2

2

2 3 4 0    αδύνατη

2 0      2   

∆=− < χ − χ + =

 χ − = ⇒ χ = ±

→  

 

2η σκέψη  ελέγχω αν ισχύει   2   και   δ = κβ ε = κ α    

                δηλ.  αν η εξίσωση είναι της µορφής:  4 3 2 2 0 , 0αχ +βχ + γχ + κβχ + κ α = α ≠  
Τότε ακολουθώ τα παρακάτω βήµατα 

2 2
4 3 2 2 2

2

:

0 0
χ κβ κ α

αχ +βχ + γχ + κβχ + κ α = ⇔ αχ +βχ + γ + + = ⇔
χ χ

2
2

2
0

   κ κ
α χ + +β χ + + γ =   χ χ  

  (1) 

Θέτω  
2 2 2

2 2 2 2 2
2 2

2 2
 κ κ κ κ

χ + = ω⇔ χ+ = ω ⇔ χ + κ+ = ω ⇔ χ + = ω − κ χ χ χ χ 
  οπότε  

η  (1)  ( )2 22 0 2 0⇔ α ω − κ +βω+ γ = ⇔ αω +βω+ γ − ακ =   που είναι εξίσωση  2ου 

βαθµού ως προς άγνωστο τον   ω   και  υπολογίζω τον   ω 

Μετά αντικαθιστώ στην   
κ

χ+ = ω
χ

   και υπολογίζω τον   χ 

π.χ ￫  Να λυθεί η εξίσωση:   4 3 22 3 13 6 8 0χ − χ − χ + χ+ =   

Λύση 

 

 

 
 

2

  ή 0 
δεν είναι λύση

4 3 2 2 2
2 2

διαιρώ µε χ

6 8 4 2
2 3 13 6 8 0 2 3 13 0 2 3 13 0 (1)

η τιµ χ=

   
χ − χ − χ + χ+ = ⇔ χ − χ− + + = ⇔ χ + − χ− − =   χ χ χ χ   

 

 Παρατηρώ ότι για τους συντελεστές ισχύει  ( )3 6
2 1 1 2 1

6 3

−
⋅ − + ⋅ = − = −

−
 

άρα ικανοποιείται η  συνθήκη ΤΖΟΥΝΑΚΟΥ   οπότε έχω:  

 ( )3 6
8 2 4 4 0

6 3

−
⋅ − + ⋅ = − =

−
  

 Παρατηρώ ότι   
3 6

8 2 4 4 8 13
6 3

−
+ = − − = − ≠ −

−
  άρα δεν ικανοποιείται η συνθήκη ΤΖΟΥΝΑΚΟΥ 

  όµως   6 ( 2) ( 3)= − ⋅ −  και  28 ( 2) 2= − ⋅   άρα έχω 2   και   δ = κβ ε = κ α  µε  2κ = −   
άρα θα δουλέψω µε τη δεύτερη σκέψη 
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  Με συµφέρει να θέσω 2 5 1χ − χ+ = ω   

    για να έχω λιγότερες πράξεις 

Θέτω   
2

2 2 2 2 2
2 2

2 2 4 4
4 4

 
χ − = ω ⇔ χ− = ω ⇔ χ − + = ω ⇔ χ + = ω + χ χ χ χ 

   άρα  η  (1)  ισοδύ-

ναµα  γράφεται:   ( )2 2

1
2 4 3 13 0 2 3 5 0  5

2

ω = −


ω + − ω− = ⇔ ω − ω− = ⇔ 
ω =

 

Για  1ω = −   έχω        
0

2 22
1 2 2 0 1  ή  2

χ≠

χ − = − ⇔χ − = −χ ⇔ χ + χ − = ⇔ χ = χ = −
χ

 

Για  
5

2
ω =   έχω         

2 0
2 22 5 5 57

2 4 5 2 5 4 0
2 4

χ≠ ±
χ− = ⇔ χ − = χ ⇔ χ − χ − = ⇔ χ =

χ
 

 

(γ)  Για εξίσωση στην οποία ο άγνωστος επαναλαµβάνεται σε µία παράσταση ή σε   
παραστάσεις που διαφέρουν κατά µία σταθερά 

 

Αντιµετώπιση: (Χρήση βοηθητικής µεταβλητής) 
Ονοµάζω την παράσταση που επαναλαµβάνεται  = ω  

π.χ ￫  Να λυθεί η εξίσωση:   ( ) ( )3 22 2 25 1 3 5 3 15 21χ − χ+ − χ − χ + χ − χ =  (1) 

Λύση 

 

 

 

 

(1) ( ) ( )3 22 2 25 1 3 5 3 15 21 0⇔ χ − χ+ − χ − χ + χ − χ− = ⇔   

( ) ( ) ( )3 22 2 25 1 3 5 3 5 7 0χ − χ + − χ − χ + χ − χ − =  (1) 

   Θέτω  2 5 1χ − χ + = ω   οπότε  2 5 1χ − χ = ω−   και   2 5 7 8χ − χ − = ω−   άρα   

 (1) 3 2 3 2 3 23( 1) 3( 8) 0 3( 2 1) 3 24 0 3 9 27 0⇔ω − ω− + ω− = ⇔ω − ω − ω+ + ω− = ⇔ω − ω + ω− = ⇔   

      ( ) ( ) ( )( )
2

2 2
9 0

3 9 3 0 3 9 0 3
ω + ≠

ω ω− + ω− = ⇔ ω− ω + = ⇔ ω =    

      Άρα  2 2 5 33
5 1 3 5 2 0

2

±
χ − χ + = ⇔ χ − χ − = ⇔ χ =  

 

(δ) Για εξίσωση στην οποία  δεν υπάρχει σταθερός όρος ,  ο άγνωστος  επαναλαµβά-
νεται σε δύο παραστάσεις  ( ) ,  ( )Α χ Β χ  και όλοι οι όροι της έχουν τον ίδιο συνο-
λικό βαθµό ως προς τις  παραστάσεις  ( ) και  ( )Α χ Β χ   (Οµογενής Εξίσωση) 

 

Αντιµετώπιση:  
Επιλέγω µία από τις ( ), ( )Α χ Β χ  (όποια επαναλαµβάνεται περισσότερες φορές,  έστω την ( )Α χ )  
Ελέγχω αν οι ρίζες   χκ  της ( ) 0Α χ =  είναι και ρίζες της εξίσωσης  

  ￭  Αν  ναι , τις δέχοµαι και λέω: αναζητώ λύσεις της εξίσωσης  κχ ≠ χ   

  ￭  Αν  όχι , απλά συνεχίζω 
 

∆ιαιρώ όλους τους όρους της εξίσωσης µε την παράσταση ( )Α χ  στο µεγαλύτερο εκθέτη της 
Καταλήγω σε εξίσωση στην οποία ο άγνωστος επαναλαµβάνεται σε µία παράσταση(µορφή (γ)) 
 

Θυµάµαι από Α΄ Λυκείου ότι αν υπάρχουν παρενθέσεις δεν βιάζοµαι να τις ΄΄διώξω΄΄ 
Κοιτάζω  λοιπόν  τους  όρους  που  είναι  εκτός  παρενθέσεων  και  έχω        (1) ⇔   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 22 2 2 2 2 25 1 3 5 3 15 21 0 5 1 3 5 3 5 7 0χ − χ + − χ − χ + χ − χ − = ⇔ χ − χ + − χ − χ + χ − χ − =  

άρα ο άγνωστος επαναλαµβάνεται σε παραστάσεις που διαφέρουν κατά µία σταθερά 
 

Σκέψη 
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π.χ ￫  Να λυθούν οι εξισώσεις: ( ) ( )33 222 2(i)  3 2 02 − + χχ −χ− =χ    (1) 

                                   ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 323
(ii) 3 4 01 12 3 2 3χ +χ− χ + χ − χ −+χ−− =  (2) 

Λύση   

(i)   
 
 
 
Ελέγχω αν η τιµή  0χ =  επαληθεύει την  (1)  

Έχω:   ( ) ( )33 22 23 2 0 16 0  αδύνατ0 00 2 0 2 ο− + = ⇔ − =− −  άρα η τιµή  χ = 0  δεν είναι λύση 

της εξίσωσης 

Για  0χ ≠  (1) 
( ) ( )3

3 323 2 2διαιρώ µε χ
2

3

2

3 3

3 2 2 2
0

2 2
2 3 1 0

χ − χ −  χ − χ −
⇔ − + = ⇔ − + = χ χ 

χχ
χ χ χ

  (α) 

Θέτω  
2 2χ −

= ω
χ

  οπότε  (α) 3 32 3 1 0 2 2 1 0⇔ ω − ω+ = ⇔ ω − ω−ω+ = ⇔                  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 1 3 1 3
2 1 1 0 1 2 2 1 0 1, ,

2 2

− + − −
ω ω − − ω− = ⇔ ω− ω + ω− = ⇔ ω= ω = ω =  

Για ω = 1  έχω   
2

2 22
1 2 2 0 1, 2

χ −
= ⇔ χ − = χ ⇔ χ −χ − = ⇔ χ = − χ =

χ
 

Για 
1 3

2

− +
ω =  έχω  ( )

2
2

1,2

2 1 3 1 3 36 2 3
2 1 3 4 0

2 4

χ − − + − + ± −
= ⇔ χ − − + χ − = ⇔ χ =

χ
 

Για 
1 3

2

− −
ω =  έχω  ( )

2
2

1,2

2 1 3 1 3 36 2 3
2 1 3 4 0

2 4

χ − − − − − ± +
= ⇔ χ − − − χ − = ⇔ χ =

χ
 

 
 
(ii)  
 
 
 
 
Ελέγχω αν οι τιµές  1χ =   και  1χ = −  επαληθεύουν την  (2)  

Για χ = 1 έχω:   ( ) ( ) ( ) ( )23 22 2 322 1 1 3 2 1 1 1 13 03 4 1 1− +− −⋅ + − ⋅ + =−   ισχύει  άρα η τιµή  1χ =   

   είναι µία λύση της εξίσωσης 

Για 1χ = −  έχω:   ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )3 32 22 22
12 1 1 3 2 1 1 33 4 0  αδύνα1 ο1 τ1− +−⋅ − − − ⋅ − − − − =− −  

   άρα η τιµή  1χ = −   δεν είναι λύση της εξίσωσης 

Αναζητώ λύσεις της εξίσωσης  διάφορες  των  1±  

Για  1χ ≠ ±      (2) 
( )

( )
( ) ( )

( )
( )
( )

2 3
ώ 3 2 3

µε (χ -
2

1)

3 3

2 2

2 2 2

2

3

2 3 2 1 1

1 1 1

3
3 4 0

διαιρ

χ χ − χ −+χ−

χ − χ − χ
⇔

χ +
+

−

χ
− =

−
⇔    

   
3 22 2

2 2

2 3 2 3
 3 4 0

1 1

   χ + χ − χ +χ −
− + =   χ − χ −   

 (β)                    

             Παρατηρώ ότι η εξίσωση δεν έχει σταθερό όρο, ο άγνωστος επαναλαµβάνεται σε δύο  

        παραστάσεις  ( )2 ,  ( 2( ) )Β χΑ χ = χχ −=  και όλοι οι όροι της έχουν τον ίδιο συνολικό  

                βαθµό ως προς τις  παραστάσεις  ( )2 ,  ( 2( ) )Β χΑ χ = χχ −= (3ο βαθµό) 

 

 
            Παρατηρώ ότι η εξίσωση δεν έχει σταθερό όρο, ο άγνωστος επαναλαµβάνεται σε δύο  

  παραστάσεις  ( ) ( )2 2
 ,  ( ) 2 ( )3 1Α χ = χ + χ χ = χ− Β −  και όλοι οι όροι της έχουν τον ίδιο συνο-

λικό  βαθµό ως προς τις  παραστάσεις  ( ) ( )2 2
 ,  ( ) 2 ( )3 1Α χ = χ + χ χ = χ− Β −  (3ο βαθµό) 
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Θέτω  
2

2

2 3

1

χ + χ −
= ω

χ −
    οπότε    (β) 3 2 3 2 23 4 0 4 4 0⇔ ω − ω + = ⇔ ω +ω − ω + = ⇔  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 21 4 1 0 1 4 1 1 0 1 4 4 0ω ω+ − ω − = ⇔ ω ω+ − ω+ ω− = ⇔ ω+ ω − ω+ = ⇔  

( )( ) ( ) ( )221 4 4 0 1 2 0 1   ή   2ω+ ω − ω+ = ⇔ ω+ ω− = ⇔ ω= − ω =  

Για 1ω = −   έχω   
2

2 2 2
2

1 απορρίπτεται2 3
1 2 3 1 3 4 0

4 3 δεκτη     1

χ =χ +χ−
= − ⇔ χ +χ− = −χ + ⇔ χ +χ− = ⇔

χ = −χ − 
 

Για 2ω=   έχω   
2

2 2
2

2 3
2 2 3 2 2 1 0 1 απορρίπτεται

1

χ +χ−
= ⇔ χ +χ− = χ − ⇔χ− = ⇔χ =

χ −
 

Τελικά η εξίσωση έχει λύσεις τις  
4

1  και   
3

χ = χ = −   

 
β΄ τρόπος    
 
 
 
 
 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )3 2 3
1 1 1(2) 1 12 43 1 2 33 0χ− χ+ χ− χ+       χ− χ+ χ− χ+ + ⇔ − = ⇔  

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 2 2 3 3
1 1 13 41 2 3 1 2 1 03 χ−χ− χ+ χ− χ+ χ− χ+− +χ =+ ⇔  

                                              ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 2 3
2 3 131 3 42 1 0χχ+ χ− − + = ⇔ +χ + χ+  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 2 3
1 0  (α)      ή      3 4 0  2 3 2 3 1 (β)1χ + χ + χ + χ+ =+χ − = −  

 
Από  (α)  έ   1χω χ =  
Για την  (β)  παρατηρώ ότι η τιµή  1χ = −   δεν την επαληθεύει 

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

3
 ώ

3 23 2 3
 (χ+1)

3 3 3

2 3 2 3
(β) 3 4 0 3 4 0

1 1

1 1

1 1

2 3 2

1

3
διαιρ
µε χ + χ    χ + χ +
⇔ − + = ⇔ − + =   χ + χ +

+

   

χ +

+ χ

+

χ + +

χ

χ
 (Ι) 

Θέτω  
2 3

1

χ +
= ω

χ +
    οπότε    (Ι) 3 23 4 0 ..... 1   ή   2⇔ ω − ω + = ⇔ ⇔ ω = − ω =  

Για 1ω= −   έχω   
2 3 4

1 2 3 1
1 3

χ+
= − ⇔ χ+ = −χ− ⇔χ = −

χ+
 

Για 2ω=   έχω   
2 3

2 2 3 2 2 0 1  αδύνατη
1

χ+
= ⇔ χ+ = χ+ ⇔ χ = −

χ+
 

Τελικά η εξίσωση έχει λύσεις τις  
4

1  και   
3

χ = χ = −   

 
(ε) Για οποιαδήποτε πολυωνυµική εξίσωση  1

1 1 0 0   .... 0 , 0,ν ν
ν

−
νν−χ +α χ + +α α ααχ+ = ⋅ ≠α  µε 

ακέραιους συντελεστές    ,  0,1,2,..κα ∈ κ =ℤ   

      Ίσως γίνεται  παραγοντοποίηση και επίλυση µε τη βοήθεια του σχήµατος Horner 

Αντιµετώπιση 
1-  Γράφω όλες τις πιθανές ακέραιες ρίζες, (που είναι οι διαιρέτες του σταθερού όρου 0α )  

2-  Ελέγχω τη µία κατόπιν της άλλης αν είναι ρίζα της εξίσωσης (µέχρι να βρω την πρώτη ρίζα 1ρ ) 

Θυµάµαι από  Α΄  Λυκείου , ότι αν υπάρχουν παρενθέσεις , ίσως να έχει γίνει µια πρώτη παραγοντοποίηση  
(οµαδοποίηση ), οπότε συνεχίζω την παραγοντοποίηση, ελπίζοντας να βρω κοινό παράγοντα σ’ όλους τους 

όρους   Παρατηρώ ότι  ( ) ( ) ( )2
ί

1, 3 2

3
2 3 2 1 1 2 3

2

ρ ζες

χ= χ=
χ + χ − = χ − χ + = χ − χ + 

 
 

 και ( ) ( )2 1 1 1χ − = χ − χ +  

Σκέψη 
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Με το σχήµα Horner  έχω 
 

     

2     3  3  5  6    2

 4     2     2      6   

2  1  1  3      0

− − − −

↓ −

− − −

   

  

3-  Με τη βοήθεια του σχήµατος  Horner παραγοντοποιώ το πολυώνυµο και γράφω την εξίσωση 
στη µορφή  ( )( )0

1 2
1 1 1 0   .... 0 , 0,ν ν

ν− ν−
ν− βχ−ρ α αχ +β χ + + χ ⋅ββ + = ≠  

4-  Ελέγχω αν το νέο πολυώνυµο (πηλίκο: 1
0

2
1 1....ν− ν−

ν−νχ +β χ + +β χ +βα ) παραγοντοποιείται 

(λύνεται) µε µία από τις γνωστές (προηγούµενες) µεθόδους, ή επαναλαµβάνω τη διαδικασία, 
µέχρι να καταλήξω (αν είναι δυνατό) σε πολυώνυµο το πολύ δευτέρου βαθµού 

5-  Αν κανένας από τους διαιρέτες του σταθερού όρου δεν είναι ρίζα της εξίσωσης, τότε γράφω 
όλες τις πιθανές κλασµατικές ρίζες, (που είναι οι διαιρέτες του σταθερού όρου 0α , προς τους 

διαιρέτες του συντελεστή του µεγιστοβάθµιου όρου να )  

*-  Επαναλαµβάνω τα βήµατα από το 2- βήµα και µετά 
 
Παρατηρήσεις 
α-  Η παραγοντοποίηση µε τη βοήθεια του σχήµατος Horner είναι µία από τις καλύτερες µεθό-

δους   µόνο  αν έµµεσα ή άµεσα είναι γνωστή κάποια ρίζα του πολυωνύµου 
β-  Συνιστάται να εξαντλώ τις προσπάθειες παραγοντοποίησης µε προηγούµενες µεθόδους και 

µετά να δοκιµάζω την παραγοντοποίηση µε τη βοήθεια του  σχήµατος  Horner ,  αφού δεν  
είναι  σίγουρο  ότι το  πολυώνυµο  έχει  ακέραιες  ή  κλασµατικές ρίζες ,  αλλά  και αν έχει , 
ίσως χρειαστώ πολύ χρόνο (πολλές δοκιµές) µέχρι να τις βρώ 

γ-  Αν οι συντελεστές ενός πολυωνύµου είναι οµόσηµοι τότε αποκλείεται να δέχεται θετική ρίζα 
δ-  Στο  4-  βήµα αντιµετώπισης, (σε περίπτωση που χρειαστεί να δοκιµάσω  παραγοντοποίηση 

µε τη βοήθεια του σχήµατος  Horner)  αν κάποιος από τους διαιρέτες του 0β  είναι ίδιος µε 

διαιρέτη του 0α , που δεν είναι ρίζα του πολυωνύµου θα αγνοηθεί ( δεν θα ελεγχθεί αν είναι 

ρίζα – δεν είναι σίγουρα – ) 
ε-  Αν το άθροισµα των συντελεστών ισούται µε µηδέν τότε το 1χ =  είναι µια ρίζα 
 

π.χ ￫  Να λυθούν οι εξισώσεις: 4 3 2 4 3 2(i) 2 3 3 5 6 0     (ii) 7 13 3 18 0χ + χ − χ − χ− = χ + χ + χ − χ− =   

  3 2 5 4 3 2 4 3 21 2
(iii) 0,1 0   (iv) 4 5 20 6 24 0    (v) 5 2 10 8 0

10 5
χ − χ − = χ − χ − χ − χ + χ+ = χ − χ + χ + χ− =  

 

Λύση 
 
 

4 3 2(i)  2 3 3 5 6 0χ + χ − χ − χ − =  (1) 

   Πιθανές ακέραιες ρίζες του 4 3 2( ) 2 3 3 5 6Ρ χ = χ + χ − χ − χ −  είναι οι διαιρέτες του σταθερού 
όρου  6  :   1 , 2 , 3 , 6− δηλ ± ± ± ±   

Για  χ = 1  έχω  4 3 2(1) 2 1 3 1 3 1 5 1 6 9 0Ρ = ⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅ − = − ≠  

Για 1χ = −   έχω  ( ) ( ) ( ) ( )4 3 2
( 1) 2 1 3 1 3 1 5 1 6 1 0Ρ − = ⋅ − + ⋅ − − ⋅ − − ⋅ − − = − ≠  

Για 2χ =   έχω  4 3 2(2) 2 2 3 2 3 2 5 2 6 26 0Ρ = ⋅ + ⋅ − ⋅ − ⋅ − = ≠  

Για 2χ = −   έχω  ( ) ( ) ( ) ( )4 3 2
( 2) 2 2 3 2 3 2 5 2 6 0Ρ − = ⋅ − + ⋅ − − ⋅ − − ⋅ − − =  

 
 
 
 

                                                     Οπότε  (1)  ( )( )3 22 2 3 0⇔ χ+ χ −χ −χ − = (1΄) 

 
 

Για το  ( ) 3 22 3Π χ = χ −χ −χ −    

πιθανές ακέραιες ρίζες, οι διαιρέτες του σταθερού όρου  3  :   1 , 3− δηλ ± ±  
 

 ∆εν γίνεται παραγοντοποίηση µε µεθόδους Α΄ Λυκείου ή µε 
τεχνάσµατα, θα δοκιµάσω µε βοήθεια του σχήµατος Horner 

 ∆εν παραγοντοποιείται µε µεθόδους Α΄ Λυκείου ή 
µε τεχνάσµατα, θα δοκιµάσω µε το σχήµα Horner 

 Οι τιµές  1  και  2±  δοκιµάστηκαν πιο πάνω και 

δεν είναι ρίζες του ( )Ρ χ άρα ούτε του ( )Π χ  
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  Για να µην δυσκολευτώ στις πράξεις 
 

             Οι τιµές  1, 2χ = ±  αποκλείεται να είναι ρίζες της 3 22 3 0χ − χ − χ − = , γιατί τότε θα ήταν ρίζες 

και της 4 3 22 3 3 5 6 0χ + χ − χ − χ − = , κάτι που δεν προέκυψε από τις δοκιµές στο ( )Ρ χ  
 

Για 3χ =   έχω  3 2(3) 2 3 3 3 3 3 0Π = ⋅ − − − = ≠  

Για 3χ = −   έχω  3 2( 3) 2( 3) ( 3) ( 3) 3 63 0Π − = − − − − − − = − ≠  

Πιθανές κλασµατικές ρίζες, τα κλάσµατα που έχουν αριθµητή έναν από τους διαιρέτες του 
σταθερού όρου  ( )3  :   1 , 2 , 3− δηλ ± ± ±  και παρονοµαστή έναν από τους διαιρέτες του 

συντελεστή του µεγιστοβάθµιου όρου  ( )2  :   1 , 2δηλ ± ±     

Άρα πιθανές κλασµατικές ρίζες οι :  
1 3

 ,  
2 2

± ±  

                                                                           Θα υπολογίσω τα ( )1 2Π ±  και ( )3 2Π ±  µε Horner   
 

 
 

 
   
 
 
 
 

  Οπότε από το τελευταίο σχήµα Horner   

              (1́) ( ) ( ) ( )22 3 2 2 2 2 0⇔ χ+ χ− χ + χ + = ⇔  
0

2

2 0 2               

3 2 0 3 2           

2 2 2 0  ύ
∆<

 χ + = ⇔ χ = −
χ − = ⇔ χ =


χ + χ + = → αδ νατη

 

 
 

4 3 2(ii)  7 13 3 18 0 χ + χ + χ − χ − = (1) 

      Πιθανές ακέραιες ρίζες του 4 3 2( ) 7 13 3 18Ρ χ = χ + χ + χ − χ−  είναι οι διαιρέτες του σταθερού  
      όρου  18  :    1 , 2 , 3 , 6 , 9 , 18− δηλ ± ± ± ± ± ±  

Για  χ = 1  έχω  4 3 2(1) 1 7 1 13 1 3 1 18 0Ρ = + ⋅ + ⋅ − ⋅ − =  
 

 

 

                                                             Οπότε  (1)  ( )( )3 21 8 21 18 0⇔ χ− χ + χ + χ+ = (1΄) 

 

 
Για το  ( ) 3 28 21 18Π χ = χ + χ + χ+    

Πιθανές ακέραιες ρίζες, οι διαιρέτες του σταθερού όρου  18  :  1, 2, 3, 6, 9, 18δηλ ± ± ± ± ± ±   

Με το σχήµα Horner  έχω 

 

 

 

     Με το σχήµα Horner  έχω 
 

     

    

   

2   1  1    3    1 2

     1  0 1 2   

2      0  1 7 2   

    
−

− − −

↓ −

−

           

2   1   1   3   1 2

  1      1      0  

2   2     0   3 

− − − −

↓ −

− −

         

2   1   1   3    3 2

     3      3      3  

2      2      2      0 

− − −

↓  

  

   Άρα    ( )1 2 7 2Π = −                Άρα    ( )1 2 3Π − = −                 Άρα    ( )3 2 0Π =  

  

 Με το σχήµα Horner  έχω 
 

   

1     7     13  3  18    1

   1       8     21     18   

1     8     21    18      0

− −

↓  

  

 ∆εν παραγοντοποιείται µε µεθόδους Α΄ Λυκείου ή 
µε τεχνάσµατα, θα δοκιµάσω µε το σχήµα Horner 

    Αφού όλοι οι συντελεστές του ( )Π χ είναι θετικοί από-

κλείεται να έχει θετική ρίζα.  ∆οκιµάζω τις αρνητικές 

     

        

   

1      8    21      18   1

 1  7 14  

1      7    14 4  

 

−

↓ − − −            

          

   

1      8       21      18  2

 2 12 18  

1      6       9 0  

  

−

↓ − − −          

  

     Άρα    ( )1 4Π − =                   Άρα    ( )2 0Π − =                 
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  Οπότε από το 20  σχήµα Horner  έχω  

              (1́) ( )( )( )21 2 6 9 0⇔ χ− χ+ χ + χ + = ⇔  

( )22

1 0 1                                   

2 0 2                                

6 9 0 3 0 3

 χ − = ⇔ χ =

χ + = ⇔ χ = −


χ + χ + = ⇔ χ+ = ⇔ χ = −

 

 

 

 

3 21 2
(iii)  0,1 0

10 5
χ − χ − = 3 2

10
4 0

⋅
⇔χ −χ − =  (1) 

   Πιθανές ακέραιες ρίζες, οι διαιρέτες του σταθερού όρου  4  :  1 ,  2 ,  4δηλ ± ± ±    

   Με το σχήµα Horner  έχω 

 

 

 

   

 Οπότε από το 20  σχήµα Horner  έχω  

              (1) ( ) ( )2
0

2

2 2                  
2 2 0

2 0  αδύνατη
∆<

χ − ⇔ χ =
⇔ χ− χ + χ + = ⇔ 

χ + χ+ = →
  

 
5 4 3 2(iv)  4 5 20 6 24 0χ − χ − χ − χ + χ + = (1) 

   Πιθανές ακέραιες ρίζες, οι διαιρέτες του  24  :  1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24δηλ ± ± ± ± ± ± ± ±   

     Με δοκιµές, φτάνοντας στον αριθµό  4−     

                              µε το σχήµα Horner έχω 
 

  Άρα ( )( ) ( )( )( )
1 2

2
 2 ά  ώ
ως  προς  χ   µε ρίζες

4 2 2 2

2 , 3 
(1) 4 5 6 0 4 2 3 0

−β θµιο τρι νυµο

ρ = ρ =
⇔ χ+ χ − χ + = ⇔ ⇔ χ+ χ − χ − = ⇔  

   ( ) ( ) ( )2 24 0 4      ή      2 0 2      ή      3 0 3χ + = ⇔ χ = − χ − = ⇔ χ = ± χ − = ⇔ χ = ±  

  
 4 3 2(v)  5 2 10 8 0χ − χ + χ + χ− = (1) 

    Πιθανές ακέραιες ρίζες, οι διαιρέτες του  8  :  1, 2, 4, 8− δηλ ± ± ± ±     

    Με σχήµα  Horner έχω 

        
 

 

Οπότε        (1) ( )( ) ( ) ( ) ( )3 2 21 4 2 8 0 1 4 2 4 0 ⇔ χ− χ − χ − χ+ = ⇔ χ− χ χ− − χ− = ⇔    

 ( ) ( ) ( )2

2

1 0 1        

1 4 2 0 4 0 4       

2 0 2

χ − = ⇔ χ =


χ − χ − χ − = ⇔ χ− = ⇔ χ =

χ − = ⇔ χ = ±

 

 ∆εν έχει ακέραιους συντελεστές, θα τους κάνω ακέ-
ραιους πολλαπλασιάζοντας όλους τους όρους µε  10 

     

    

          

1   1     0   4     1

     1  0 0  

1      0     0 4  

 
−

− −

↓            

       

          

1   1     0   4    2

    2  2 4  

1      1     2 0  

 

− −

↓           

  

     Άρα    ( )1 4Π = −                   Άρα    ( )2 0Π =                     

           

         

1       4    5    20    6       24    4

  4      0 20     0   24

1       0    5 0     6        0

 

− − −

↓ − −

−

  

  

 1   5      2     10  8    1

     1   4    2     8   

1    4  2       8     0−

− −

↓ − −

−
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      ( ) 14

8 6 12 4 8
14

2

1

1

2

 

 −
=

−
− + − =  

 
 
ΠΡΟΤΑΣΗ          (συνθήκη  ΤΖΟΥΝΑΚΟΥ ) 
 
Το πολυώνυµο   4 3 2αχ βχ γχ δχ ε+ + + +   µε πραγµατικούς συντελεστές και    0α β δ ≠   ανα-
λύεται σε γινόµενο  δύο  δευτεροβάθµιων  παραγόντων , ενός διωνύµου  και ενός  τριωνύµου,  

αν  και  µόνο  αν  ισχύει  η  συνθήκη :        

β δ
ε α γ

δ β
+ =             

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ 
  

Ευθύ     Έστω  ( ) ( )4 3 2 2 2αχ βχ γχ δχ ε κχ λ µχ νχ τ+ + + + = + ⋅ + + ⇔  

( )4 3 2 4 3 2αχ βχ γχ δχ ε κµχ κνχ κτ λµ χ λνχ λτ+ + + + = + + + + + ⇔  

 

   

0

    
αβδ

βα κµ κ τ ε
δβ κν
δ β δ

λ µ α γ ε αγ κτ λµ
β δ β

δ λν
γ κτ λµ

ε λτ

≠

= = =  
⇔ ⇒ = ⇒ = += + 

 =  = +
=  

  

 

Αντιστρόφως    αν        

β δ
γ ε α

δ β
= +   τότε         

                        
4 3 2 4 3 2β δ

αχ βχ γχ δχ ε αχ βχ ε α χ δχ ε
δ β

 
+ + + + = + + + + + = 

 
  

                     
4 3 2 4 3 2 2β δ β δ

αχ βχ ε α χ δχ ε αχ βχ ε χ α χ δχ ε
δ β δ β

 
= + + + + + = + + + + + = 

 
 

             ( ) ( ) ( )      
2 2 2 2 21 1 1 1

χ δα χ δβ χ εβ δα χ δβ χ εβ δα χ δβ χ εβ χ
δ β δ β

 
= + + + + + = + + ⋅ + 

 
 

     
 Παράδειγµα                             
                        
 
          4 3 2821 8146χ χ χ χ++− − =  

          4 3 2 212 421 46 81χ χ χ χ χ+= +− −− =  

          ( ) ( )2 2 23 2 7 4 2 2 7 4 χ χ χ χ χ= − + − − + =  ( )( )2 22 7 4 3 2χ χ χ− + −  

 
Παρατήρηση:  Η παραπάνω πρόταση ισχύει και για πολυώνυµα µε µιγαδικούς συντελεστές   

 


